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[ 研究成果報導 ] 

因果推論中之維度縮減問題 

中央研究院統計科學研究所 黃名鉞 

 

 

一、平均處理效果 

在因果推論問題裡，研究者主要探討的是一

個母體經過不同的處理之後是否會有不同的反

應。令𝑌ሺ0ሻ與𝑌ሺ1ሻ分別為在𝑇 ൌ 0與𝑇 ൌ 1兩種處

理之下的反應變數，則平均處理效果(Average 

treatment effect)定義為 

𝛿 ൌ 𝐸ሼ𝑇ሺ1ሻ െ 𝑇ሺ0ሻሽ. 

一般來說，研究者可以利用隨機對照試驗所

得到的實驗型資料來估計𝛿。但在許多實際的例

子中，研究者往往只能搜集到觀測型資料。在此

資料結構之下，由於ሺ𝑌ሺ0ሻ, 𝑌ሺ1ሻሻ與𝑇並不獨立，

因此直接比較𝑇 ൌ 0與𝑇 ൌ 1兩群反應變數的平

均往往無法得到𝛿的無偏或一致性估計。針對此

種資料，我們可以使用 Neyman-Rubin模型[1]來

刻劃ሺ𝑌ሺ0ሻ, 𝑌ሺ1ሻሻ與𝑇之間的相依性，其假設存在

一群混淆因子𝑋，使得ሺ𝑌ሺ0ሻ, 𝑌ሺ1ሻሻ與𝑇在給定𝑋之

下獨立。在此模型之下，我們可發現 

𝐸ሾ𝐸ሼ𝑌ሺ𝑇ሻ|𝑇 ൌ 𝑘, 𝑋ሽሿ 

ൌ 𝐸ሾ𝐸ሼ𝑌ሺ𝑘ሻ|𝑇 ൌ 1, 𝑋ሽሿ 

ൌ 𝐸ሾ𝐸ሼ𝑌ሺ𝑘ሻ|𝑋ሽሿ ൌ 𝐸ሼ𝑌ሺ𝑘ሻሽ, 

當中𝑘 ൌ 0,1。換言之，研究者可藉由控制對照混

淆因子的不同數值來得到𝐸ሼ𝑌ሺ𝑇ሻ|𝑇 ൌ 1, 𝑋 ൌ 𝑥ሽ 

െ𝐸ሼ𝑌ሺ𝑇ሻ|𝑇 ൌ 0, 𝑋 ൌ 𝑥ሽ的估計，再對混淆因子的

數值取加權平均，即可得到𝛿的無偏或一致性估

計。 

二、充分維度縮減 

針對𝐸ሼ𝑌ሺ𝑇ሻ|𝑇 ൌ 1, 𝑋 ൌ 𝑥ሽ的估計，過去常

用的方法為引入適當的參數化模型。但在許多實

際應用中，研究者往往沒有先驗的資訊幫助建

模，或者沒有適當的方式來診斷模式的正確性。

為避免錯誤的模型假設，另一種方式為使用無母

數平滑法來直接估計此條件期望。雖然無母數法

不需要特定的模型假設，但是當混淆因子的個數

𝑝過多時，此平滑估計法往往會因維數災難(curse 

of dimensionality)而在有限樣本表現得非常不穩

定。因此， [2]提出了使用傾向評分匹配

(propensity score matching)來估計此條件期望。傾

向評分最大的好處是它是一維的，但[3]發現根據

此評分所得到𝛿的估計並不會是有效估計。因此

在此研究中，我們試圖尋找其它低維度的評分，

以得到相對穩定並且依然為有效的估計式。令

spanሺ𝐵଴ሻ為滿足 

𝑇 ⊥ 𝑋|𝐵଴
்𝑋, 𝑌ሺ0ሻ ⊥ 𝑋|𝐵଴

்𝑋, 𝑌ሺ1ሻ ⊥ 𝑋|𝐵଴
்𝑋 

之最小線性子空間，當中𝐵為一𝑝 ൈ 𝑑଴之係數矩

陣，則𝐵଴
்𝑋即為我們提出的匹配評分。我們稱此

法為聯合充分維度縮減。當處理變數非二元時，

此法亦可推廣為尋找滿足 

𝑇 ⊥ 𝑋|𝐵଴
்𝑋, 𝑌ሺ𝑡ሻ ⊥ 𝑋|𝐵଴

்𝑋 ∀𝑡 ∈ suppሺ𝑇ሻ 

之最小線性子空間spanሺ𝐵଴ሻ。值得注意的是𝑑଴

亦為待估之參數，因此此法可視為一巢狀多指

標模型選擇問題。特別當𝑑଴ ൌ 𝑝時，此模型約

化為完全非參數化迴歸模型，因此我們不需特

定的模型假設，而是藉由資料來搜尋正確的模

型。此外，我們也證明了利用𝐵଴
்𝑋做匹配所得

到𝛿的估計依然是有效估計（在完全非參數化

迴歸模型之下）。 

三、估計準則 

針對二元的處理變數，我們提出使用以下準

則來估計𝐵଴： 
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cvሺ𝑑, 𝐵, ℎሻ ൌ
1
𝑛

෍ ൥൛𝑇௜ െ 𝜋ො ି௜ሺ𝐵்𝑋௜ሻൟ
ଶ

ሺ1 െ 𝑇തሻ ൅ ෍ 𝑇௜
௞ሺ1 െ 𝑇௜ሻଵି௞׬ ൛1ሺ𝑌௜ ൑ 𝑦ሻ െ 𝐹෠௞

ି௜ሺ𝑦|𝐵்𝑋௜ሻൟ
ଶ

𝑑𝐹෠௒ሺ𝑦ሻ
ଵ

௞ୀ଴

൩ ,

௡

௜ୀଵ

 

當中𝑇ത ൌ 𝑛ିଵ ∑ 𝑇௜
௡
௜ୀଵ , 𝐹෠௒ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑛ିଵ ∑ 1ሺ𝑌௜ ൑ 𝑦ሻ，௡

௜ୀଵ  

𝜋ොሺ𝐵்𝑥ሻ ൌ
∑ 𝑇௝𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡

௝ୀଵ

∑ 𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡
௝ୀଵ

， 

𝐹෠௞ሺ𝑦|𝐵்𝑥ሻ ൌ
∑ 𝑇௝

௞൫1 െ 𝑇௝൯
ଵି௞

1൫𝑌௝ ൑ 𝑦൯𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡
௝ୀଵ

∑ 𝑇௝
௞൫1 െ 𝑇௝൯

ଵି௞
𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡

௝ୀଵ

， 

 

以及上標െ𝑖代表將第𝑖筆資料去除所得之估計

式。使cvሺ𝑑, 𝐵, ℎሻ最小的൫𝑑መ, 𝐵෠, ℎ෠൯即為我們所提之

估計式。此準則之特色為同時選取正確的維度以

及相對應的子空間基底，與過去常用之充分維度

縮減將兩者分開處理的手法相當不同。實務上也

因只須計算單一準則，故有較好之計算效率。 

當𝑇為連續處理變數時，因𝑇 ൌ 𝑡可能只包含

一筆資料或沒有資料，故此準則無法直接套用。

為解決這個問題，我們利用ሺ𝑇, 𝑌ሻ ⊥ 𝑋|𝐵଴
்𝑋之性

質，改提出以下準則 

cvሺ𝑑, 𝐵, ℎሻ ൌ
1
𝑛

෍ ׬ ൛1ሺ𝑇௜ ൑ 𝑡, 𝑌௜ ൑ 𝑦ሻ െ 𝐹෠ି௜ሺ𝑡, 𝑦|𝐵்𝑋௜ሻൟ
ଶ

𝑑𝐹෠்,௒ሺ𝑡, 𝑦ሻ

௡

௜ୀଵ

,  

當中𝐹෠்,௒ሺ𝑡, 𝑦ሻ ൌ 𝑛ିଵ ∑ 1ሺ𝑇௜ ൑ 𝑡, 𝑌௜ ൑ 𝑦ሻ௡
௜ୀଵ 以及 

𝐹෠ሺ𝑡, 𝑦|𝐵்𝑥ሻ ൌ
∑ 1൫𝑇௝ ൑ 𝑡, 𝑌௝ ൑ 𝑦൯𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡

௝ୀଵ

∑ 𝐾௛൫𝐵்𝑋௝ െ 𝐵்𝑥൯௡
௝ୀଵ

. 

 

此準則為[4]推廣至多變量反應變數之情況。 

四、數值模擬 

我們考慮一個二元處理變數的例子。令𝑋 ൌ

ሺ𝑋ଵ, … , 𝑋ଵ଴ሻ為互相獨立之標準常態分配混淆因

子 ， 傾 向 評 分 設 定 為 𝜋ሺ𝑋ሻ ൌ 𝑒௑భା௑మ/ሺ1 ൅

𝑒௑భା௑మሻ，反應變數則分別為𝑌ሺ1ሻ ൌ 1 ൅ 2𝑋ଵ െ

𝑋ଶ ൅ 𝜀ଵ以及𝑌ሺ0ሻ ൌ 𝑋ଵ െ 𝑋ଶ ൅ 𝜀଴，當中𝜀ଵ, 𝜀଴為標

準差 0.1之獨立常態誤差。由此可知待估計之

平均處理效果為𝛿 ൌ 1。下表為利用不同的匹

配評分以及 1000 次模擬所得到的𝛿估計之平

均及標準差。我們發現𝐵෠ ்𝑋可以得出較好的𝛿

估計，特別是與無降維的原始評分𝑋比較時，

所提之估計式可得到較小的標準差。另外，我

們在樣本數 100,200,400 之下分別計算𝛿估計

標準差與效率界限(efficiency bound)之比值為

2.614,2.180,1.555。由此可驗證當樣本數足夠大

時，所提之估計式確為有效估計。 
 
 
 𝑛 ൌ 100 𝑛 ൌ 200 

score mean s.d. mean s.d. 

𝐵෠ ்𝑋 1.045 0.2726 1.018 0.1607

𝑋 1.005 0.3345 1.090 0.2526

𝐵෠గ
்𝑋 1.019 0.3796 1.027 0.2827

𝜋ො 0.685 0.1976 0.683 0.1416

 

 



 

 

18 「研究成果報導」 

民國 109年 2月 自然科學簡訊第三十二卷第一期 

 

參考文獻 

[1] D. B. Rubin, Estimating causal effects of 

treatments in randomized and nonrandomized 

studies. J. Educ. Psychol. 66 (1974), 688-701. 

[2] P. R. Rosenbaum and D. B. Rubin, The central 

role of the propensity score in observational 

studies for causal effects. Biometrika 70 (1983), 

41-55. 

[3] J. Hahn, On the role of the propensity score in 

efficient semiparametric estimation of average 

treatment effects. Econometrica 66 (1998), 315-

331. 

[4] M.-Y. Huang and C.-T. Chiang, An effective 

semiparametric estimation approach for the 

sufficient dimension reduction model. J. Am. 

Statist. Assoc. 112, 1296-1310. 

 
 

  
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (None)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.7
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType true
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /None
  /ColorImageResolution 350
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /None
  /GrayImageResolution 350
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /None
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHT ()
  >>
  /ExportLayers /ExportVisiblePrintableLayers
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames false
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug true
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks true
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo true
      /AddRegMarks true
      /BleedOffset [
        8.503940
        8.503940
        8.503940
        8.503940
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions false
        /ConvertStrokesToOutlines true
        /ConvertTextToOutlines true
        /GradientResolution 400
        /LineArtTextResolution 2400
        /PresetName <FEFF>
        /PresetSelector /UseName
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 0
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /JapaneseWithCircle
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


