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高維度巨量資料的統計模型與分析 

台大數學系 鄭明燕 

 
摘 要 

近十多年來，由於數據收集與存取的設備快

速發展，在不同的研究與應用領域，產生許多不

同形態、大量、高維度的資料。如何分析這些資

料， 從中獲得新知識，進而從事決策與預測，並

且同時能夠確保在學習與應用時的正確性與有

效率性質，是十分俱有挑戰性，而且亟需創新力

的大問題。統計學習理論與方法，在這些方向持

續做了很多突破性的重要貢獻。在這裡，我做一

些簡短的回顧，涵蓋針對幾種不同常見資料型態

的參數、非參數、以及半參數統計模型利用核估

計建立的非參數模型下的統計學習方法及理論

的發展。 

 
關鍵詞：統計學習，長期追蹤資料，核估計，區

域線性迴歸，非參數迴歸模型，變數選

擇。 

 

一、導論 
近十多年來，由於數據收集與存取的設備快

速發展，在不同的研究與應用領域，產生許多不

同形態、大量、高維度的資料，例如，生物資訊

著重的基因體資料、大型醫學與流行病學研究中

常見的的長期追蹤資料、財務金融中的財務與金

融商品時間序列、工業發展中的品質控制資料、

網路商業與社群資料、氣象資料等等。如何分析

這些龐大而且複雜的資料，從中獲得新知識，進

而從事決策與預測，並且能夠確保在學習與應用

時的正確性與有效率性質，是十分俱有挑戰性，

而且亟需創新力的大問題。統計學習理論與方 

法，在這些方向持續做了很多突破性的重要貢 

獻。 
首先，考慮傳統的線性迴歸模型，大家都知

道，當解釋變數的維度很高，甚至遠超過樣本數

時，迴歸模型中參數的個數過大，其最小平方估

計量的計算很複雜而且費時，更大的問題是它並

不保有一些基本的統計性質，例如收斂性。

Tibshirani (1996)提出的 Lasso，用的是 Shrinkage 
的統計想法，對最小平方估計施加一個懲罰項，

使得許多接近零的估計值被設成零值，也就是去

除了許多不重要的解釋變數，而保留少數重要的

解釋變數，問題是 Lasso變數選擇法並沒有所謂
的選擇一致性，也就是參數為零的解釋變數不該

保留而參數非零的解釋變數都應該保留。Fan和
Li (2001)提出的 SCAD，也是利用這種想法，不
過它的懲罰項是經過小心設計，使得它俱有變數

選擇一致性。Zou (2006)提出的 adaptive Lasso，
給予 Lasso 懲罰項中每個解釋變數不同的權重，
得以達到變數選擇一致性。Yuan和 Lin (2006)提
出的 group Lasso，進一步將解釋變數分群的結構
放入 Lasso 懲罰項中。 

變數選擇方法仍有它們不足之處，它們的選

擇一致性只有當解釋變數的維度被控制在樣本

數的 1/3 次方以內，當解釋變數的維度較這大，
甚至遠超過樣本數時，它們是不可行的。為了突

破這個瓶頸，Fan和 Lv (2008)提出 Sure Independ-
ence Screening 的變數篩檢方法，他們的想法是
執行個別解釋變數的Marginal Models，將它們的
參數估計值由大到小排序，然後篩選掉後面大部

份的不重要的解釋變數，他們也提出和証明了這

方法的 Sure Screening性質，也就是參數非零的
解釋變數都應該保留。 

時常，傳統的線性迴歸模型等參數模型太過

僵硬，無法反應資料中隱含的其它結構，因而產

生過大的模型偏差，造成嚴重錯誤的決策與預 
測。相對的，非參數模型很有彈性，能夠讓資料

自己說出資料中隱含的複雜結構，其中，利用核

估計建立的非參數迴歸模型有許多理論和應用

方面的優點，而以區域線性迴歸最受重視，它比

較重要的優點包含極小極大漸近有效性質、自動

適應邊界估計、與自動適應設計性。關於非參數
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迴歸分析的發展和區域線性迴歸，建議研讀

Wand和 Jones (1995)與 Fan和Gijbels (1996)兩本
書。不過，非參數模型估計的變異數相對比較大，

造成它們有相對於參數模型比較慢的收斂速度，

而這情形更隨著解釋變數維度的增加而亦形惡

化，因此，通常我們至多只用在二維以下的時候，

高維度時，是幾乎不可行的。 
考量前面提到的兩難處境，好幾種非參數迴

歸模型在近十幾年被提出，並且被廣泛應用於實

際問題中，其中最成功的是（半）變異係數迴歸

模型（Hastie 和 Tibshirani, 1993; Fan 和 Zhang, 
1999; Xia, Zhang 和 Tong, 2004）、單指標模型
(Ichimura, 1993)、和相加性模型（Buja, Hastie, 
Tibshirani, 1989）。Cheng, Honda和 Zhang (2016) 
探討超高維度時變異係數迴歸模型選擇。 

長期追蹤資料常見於大型醫學與流行病學

研究中，單一個體可能在不同的時間點被觀察到

其解釋變數與應變數的值，半變異係數迴歸模型

已經是標準的分析模型，在超高維度情形時，

Cheng, Honda, Li和 Peng (2014)建構一套兩步驟
方法以達到正確的半變異係數迴歸模型。實際 

上，很多資料中的解釋變數並不能如以上的變數

選擇和變數篩檢方法一分為二的，理由是它們通

常有相關性的，而它們的相關性亦時常是非線性

的，Cheng 和 Wu (2013)提出一套當高維解釋變
數俱有低維流形結構時的非參數迴歸模型。 

以下我簡短介紹 Cheng, Honda 和 Zhang 
(2016)和 Cheng, Honda, Li和 Peng (2014)的方法
及應用，詳細理論及模擬結果請參考論文本文。 

二、超高維下變異係數迴歸模型 
假設我們有 (p+1)-維度解釋變數 X =൫1, Xଵ, Xଶ, … X୮൯୘

，一個指標變數Ｔ和單一應變數

Y 的 n 個互相獨立觀察值，記成 X୧ =൫1, X୧ଵ, X୧ଶ, … X୧୮൯୘
，i = 1,2, … n，Ｔ୧, i = 1,2, … , n 

和 Y୧, i = 1,2, … , n。假設解釋變數X和應變數ܻ
服從變異係數迴歸模型： 

Y = ୘ܺ(ܶ)ߚ +  ߝ

這裡 ்(ܶ)ߚ = (β଴(ܶ), βଵ(ܶ), … , β୮(ܶ))是 (p+1)-
維度指標變數Ｔ的函數向量，稱為變異係數函數

向量，而ߝ是隨機誤差項。在超高維度下，大部分

的解釋變數都是不重要的，只有小部分的解釋變

數的變異係數函數不是零函數。 

對 任 意 一 個 指 標 集 合 ܯ 0,1.2}∁ܯ∁{0}， … . ,  解ܯ有指標集合(ܯ)令σෝଶ，{݌
釋變數的 Spline 變異係數迴歸模型所得到的是
隨機誤差項變異數估計值，同時我們定義個模型

選擇標準： 

BIC(M) = n log [σෝଶ(ܯ)] + ܯ# × ܮ × log (݊), 
這裡ܮ是用來估計變異係數函數的 Spline basis的
維度。假使我們在逐步變數選擇過程中已經找到

一些重要變數，它們的指標集合為 ܵ，{0}∁ܵ∁{0,1.2 … . , 我們希望進一步尋找下一個。{݌
可能的重要變數，方法如下：令ܵ(l)代表一個指
標集合ܵ和{݈}的聯集，這裡݈ ∈ {0,1,2 … . ,  。ܵ\{݌
令l∗(ܵ)是所有݈ ∈ {0,1,2 … . , ((݈)ܵ)中使得σෝଶܵ\{݌
為最小值者，如此，第l∗(ܵ)個變數就是下一個 
可能的重要變數。 

Cheng, Honda和 Zhang (2016)的逐步變數篩
檢法如下： 

1. 起始步驟：令k = 0，選擇指標集合Sଵ = {0}，
並且計算BIC(Sଵ) 。 

2. 逐步變數選擇：在第k + 1步時，計算l∗(S୩)。
令S୩ାଵ = S୩ ∪ {l∗(S୩)}並且計算BIC(S୩ାଵ)。 
如果BIC(S୩ାଵ) > BIC(S୩)則停止變數選擇，不
然，則將k + 1改為k + 1然後繼續執行變數選
擇。 

van't Veer et al. (2002)的乳癌資料紀錄 97位
病人的 24481 個基因的 micro array 表現以及風
險因子 age, tumor size, histological grade, angio-
invasion, lymphocytic infiltration, estrogen receptor 
和 progesterone receptor status。我們以 tumor size
為應變數，estrogen receptor為指標變數，基因的
micro array表現為解釋變數，利用以上逐步變數
篩檢法，篩檢出四個重要解釋變數，它們對 tumor 
size的影響變異係數函數如圖一。我們可以清楚
的觀察到圖中的影響變異係數函數都不是常數，

亦即，傳統的線性迴歸模型並不合適。 

三、超高維長期追蹤資料的半變異係
數迴歸模型 
如同前段，假設我們有(p+1)-維度解釋變數 
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圖一 基因表現對乳癌 tumor size的影響係數，隨 estrogen receptor指標變化而不同的變化圖 

 
 X = ൫1, Xଵ, Xଶ, … X୮൯୘

 和單一應變數 Y的 n個互

相獨立觀察個體，在長期追蹤研究裡，會每一個

觀察個體在不同時間點做觀察，所以長期追蹤資

料包函t୧ = ൫t୧ଵ, … , t୧୫_୧൯୘
，Y୧(t୧)及X୧(t୧)，  i =1,2, … , n, 這裡t୧是第 i個觀察個體的觀察時間點

向量。長期追蹤資料的半變異係數迴歸模型是指

在每ㄧ個觀察時間點，我們有 Y(t) = β଴(ݐ) + βଵ(ݐ)୘ܺ(ݐ) +  ߝ

在超高維度下，大部分的解釋變數都是不重

要的，只有小部分的解釋變數的變異係數函數不

是零函數。而重要的的解釋變數中，又區分為有

常數變異係數者，及有非常數變異係數者。 

Cheng, Honda, Li和 Peng (2014)的兩步驟方
法以模型結構決定法則如下：在第一步驟，我們

使用 Fan 和 Lv (2008)的 Sure Independence 
Screening 變數篩檢想法，執行所有個別解釋變 

數的 Marginal Varying-Coefficient Models，將它
們的變異係數函數估計值的 L2 norm 由大到小
排序，然後篩選掉後面大部份的不重要的解釋變

數。在第二步驟，我們使用 group SCAD對第一
步驟篩選後留下來的解釋變數所配適 spline變異
係數函數估計值 L2 norm以及偏離常數，分別做
group SCAD 懲罰項，如此，得到的重要解釋變
數，自動被區分為有常數變異係數者，及有非常

數變異係數者。 
Spellman et al. (1998)的 Yeast Cell Cycle資

料紀錄 297個基因在 18個時間點的 micro array
表現，以及 96個 transcription factors (TF)。我們
想知哪些 transcription factors 對 yeast cell cycle 
有 gene regularization作用，使用 Cheng, Honda, 
Li和 Peng (2014)的兩步驟方法，我們得到MCM1
和 RLM12 的常數變異係數估計值分別為 0.022
和-0.0097，以及非常數變異係數估計如圖二。 
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圖二 對 yeast cell cycle影響會隨時間變化的 Transcription factors的變異係數圖 
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