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一、極小子流形 

關於極小子流形(minimal submanifold)的研

究已經有超過一百年的歷史，其中一個起源來自

於肥皂泡面研究。在一個黎曼流形中的子流形，

可以考慮其體積；而沿著不同法方向形變該子流

形，體積也會跟著變化。而一個極小子流形就是

體積變分為零的點。體積泛函沿著法方向 V 的

變分如下： 

δ Vol ⟨V, H⟩dμ. 

其中 H 是所謂的平均曲率(mean curvature vec-

tor)，是一個特殊的法向量場。上述變分式告訴我

們：如果平均曲率並非處處為零，我們可以形變

該子流形，使其體積變小。而平均曲率全為零的

子流形便稱做極小子流形。 

粗略來說，一個動機是，極小子流形是`最佳

的’子流形，然後我們可以透過研究一個黎曼流

形中的子流形、來對該流形幾何與拓樸性質有更

深刻的理解。比方說 Schoen—Yau [3]對於三維流

形的工作就是一個很好的例子。 

二、均曲率流 

然而在一般的情況下，極小子流形的存在性

是困難的問題。一個自然的想法如下：基於上述

一階變分式，我們可以將平均曲率 H 理解為體

積的負梯度(negative gradient)；因此，若沿著 H

的方向將子流形做形變，其過程會讓體積不斷變

小，最後可以期望它變成一個極小子流形。 

其嚴格的數學理論即均曲率流(mean curva-

ture flow)，有系統的研究由 Huisken [2]開始。均

曲率流為拋物型方程，所以具有短時間的存在

性。但因為其帶有非線性項，當演化時間稍長時，

這些非線性項的影響會變得重要，所以不必然有

長時間的存在性。 

Huisken在[2]的一個主要定理是說，奇異點

(singularity)發生的充分必要條件，是形狀算子

(shape operator)的失控。其論證主要使用 blow-up

分析。形狀算子是一個子流形的二階微分量，此

定理的要點是給出了一個簡明的幾何準則來判

斷奇異點。 

Huisken在[2]的另一個重要的定理可以說是

給出了奇異點發生的一個例子：對歐式空間中凸

的超曲面(convex hypersurface)做均曲率流，奇異

點必然發生，而且在 blow-up之下，均曲率流會

越來越接近圓球殼。這個方向 Huisken之後和其

合作者 Sinestrari、Brendle 等有做進一步推廣，

放寬凸性的條件，進而得到一些幾何與拓樸的聯

繫。這是均曲率流奇異點研究的一個重要應用；

可以參見 [1] 和該文內的文獻。 

三、穩定性 

另一個均曲率流的研究方向是穩定性

(stability)問題，這可以視為奇異點的反方向現

象。一般的問題是，在什麼情況下，均曲率流會

長時間存在、並收斂到一個極小子流形。這個一

般的問題目前所知道非常少。在幾何條件都是解

析(analytic)時，Simon [4]關於梯度流的定理給出

了答案。在不假設解析的條件下，通常需要假設

子流形是圖形式(graphical)的，像是王慕道教授

的結果[8]。 

在我和王慕道教授的合作工作[6, 7]中，我們

對於均曲率流的局部穩定性問題給出了一個有

系統的答案。因為極小子流形是體積泛函的臨界

點，要研究體積泛函的局部行為，自然會去分析

體積泛函的二階變分。此二階變分由 Simons [5]

首先做了仔細的分析。其相應的雅可比算子

(Jacobi operator)有兩部分：一個非負的二階微分

算子，以及一個涉及全空間曲率和子流行形狀算
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子的零階算子構成。雅可比算子為正算子亦即一

般線性意義下的穩定。 

一個有趣的問題就是線性的穩定性和均曲

率流的穩定性之關聯。我們發現如果雅可比算子

的零階部分已經是正定，會導致距該子流形的距

離函數之凸性；這觀察有兩個應用。一、該子流

形局部有其維度以上的剛性。二、在均曲率流演

化下，距離函數是遞減的；透過進一步的分析，

我們證明該子流形的一階擾動對於均曲率流是

穩定的。讀者可以和之前提及的 Huisken奇異點

刻劃相比較，基本上一階擾動是最佳的條件。 

一個上述定理的應用是關於特殊和樂群

(special holonomy)的幾何。在這類幾何中，有所

謂被校準(calibrated)子流形。它們不僅僅是極小

子流形，而是體積泛函的極小態。這種幾何是現

今微分幾何的主軸之一，它們也出現在理論物理

中。上述的穩定性條件，在這種情況下，可以翻

譯成子流形本身(intrinsic)的幾何性質。這提供了

另一個研究被校準子流形的可能切入點。 

參考文獻 

[1] S. Brendle and G. Huisken, Mean curvature 

flow with surgery of mean convex surfaces in 

three-manifolds. J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 20 

(2018), no. 9, 2239-2257. 

[2] G. Huisken, Flow by mean curvature of convex 

surfaces into spheres. J. Differential Geom. 20 

(1984), no. 1, 237-266. 

[3] R. Schoen and S.-T. Yau, Existence of incom-

pressible minimal surfaces and the topology of 

three-dimensional manifolds with nonnegative 

scalar curvature. Ann. of Math. (2) 110 (1979), 

no. 1, 127-142. 

[4] L. Simon, Asymptotics for a class of nonlinear 

evolution equations, with applications to geo-

metric problems. Ann. of Math. (2) 118 (1983), 

no. 3, 525-571. 

[5] J. Simons, Minimal varieties in riemannian 

manifolds. Ann. of Math. (2) 88 (1968), 62-105. 

[6] C.-J. Tsai and M.-T. Wang, Mean curvature 

flows in manifolds of special holonomy. J. Dif-

ferential Geom. 108 (2018), no. 3, 531-569. 

[7] C.-J. Tsai and M.-T. Wang, A strong stability 

condition on minimal submanifolds and its im-

plications. to appear in J. Reine Angew. Math. 

(Crelle's Journal). 

[8] M.-T. Wang, Long-time existence and conver-

gence of graphic mean curvature flow in arbi-

trary codimension. Invent. Math. 148 (2002), no. 

3, 525-543. 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (None)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.7
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /None
  /ColorImageResolution 350
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /None
  /GrayImageResolution 350
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /None
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHT ()
  >>
  /ExportLayers /ExportVisiblePrintableLayers
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames false
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug true
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks true
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo true
      /AddRegMarks true
      /BleedOffset [
        8.503940
        8.503940
        8.503940
        8.503940
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions false
        /ConvertStrokesToOutlines true
        /ConvertTextToOutlines true
        /GradientResolution 400
        /LineArtTextResolution 2400
        /PresetName <FEFF>
        /PresetSelector /UseName
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 0
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /JapaneseWithCircle
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


