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一、起源 

整個故事開始於瞭解黎曼 zeta函數 

ζሺsሻ ൌ ෍
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௡ୀଵ

 ， 

在 s=1附近的洛朗(Laurant)級數展開： 
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其中 
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是所謂的尤拉(Euler)常數。目前我們對尤拉常數

的了解還是非常侷限。然而，考慮伽瑪(gamma)

函數 

Γሺ𝑠ሻ ൌ  න 𝑒ି௧𝑡௦ିଵ𝑑𝑡
ஶ

଴
 

其於 s=1的泰勒(Taylor)展開： 

Γሺ𝑠ሻ ൌ 1 െ 𝛾ሺ𝑠 െ 1ሻ ൅ ⋯。 

利用 zeta函數的函數方程(functional equation)： 

𝜋ି௦
ଶΓ ቀ

𝑠
2

ቁ 𝜁ሺ𝑠ሻ ൌ  𝜉ሺ𝑠ሻ ൌ 𝜉ሺ1 െ 𝑠ሻ， 

我們可以得到 

𝜁′ሺ0ሻ
𝜁ሺ0ሻ

ൌ ln 2𝜋。 

上面的等式給予 zeta函數在 s = 0的對數微分值

一個幾何量的解釋：單位圓的周長取對數。本篇

文章目的便是介紹在高維度空間中所出現的類

似現象：克羅內克(Kronecker)極限公式。 

二、古典克羅內克極限公式 

給定一複數點𝑧 ∈ ℂ其虛部𝐼𝑚ሺ𝑧ሻ ൐ 0。考

慮所謂的艾森斯坦(Eisenstein)級數： 

𝐸ሺ𝑧, 𝑠ሻ ൌ ෍
𝐼𝑚ሺ𝑧ሻ௦

|𝑐𝑧 ൅ 𝑑|ଶ௦ 
௖,ௗ∈ℤ

௖మାௗమவ଴

， 

我們可以將此級數看成黎曼 zeta 函數於二維複

數平面上的推廣。利用艾森斯坦級數的函數方程

(參考[5])： 

𝜋ି௦Γሺ𝑠ሻ𝐸ሺ𝑧, 𝑠ሻ ൌ 𝐸෨ሺ𝑧, 𝑠ሻ ൌ 𝐸෨ሺ𝑧, 1 െ 𝑠ሻ， 

古典的克羅內克極限公式可以寫成： 

𝐸ᇱሺ𝑧, 0ሻ
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其中Δሺ𝑧ሻ是模判別式函數(modular discriminant 

function)。 

此公式可以視為前面關於 zeta 函數所含的

現象於二維空間中發生的狀況：令ℇ௭為一「單位」

橢圓曲線（即其模判別式值為 1）且其週期為在

ℂ裡格子點ℤ𝑧 ൅ ℤ的倍數。則𝐸ሺ𝑧, 𝑠ሻ在 s = 0的對

數微分值就等於ℇ𝒛的面積取對數。 

三、相關應用和發展 

1. 希格爾(Siegel) [5]利用克羅內克極限公式裡

帶入 z為一些二次虛體擴張的點，給出了皮

奧(Pell)方程的「模」通解。 

2. 同樣的手法，柯爾曼茲(Colmez) [2]透過此

極限公式將 “CM”橢圓曲線的法爾廷斯

(Faltings)高度用對應的 L-函數在 s = 0的對

數微分值來解釋，並提出在高維度阿貝爾區

體(Abelian variety)情況下的猜想。 
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3. 藉由艾森斯坦級數和 L-函數的關係，貝林

森(Beilinson) [1]利用克羅內克極限公式將

L-函數的特殊值用複數上半平面的絕對「模

單位」(Mouldar unit)取對數來表示，並提供

模曲線 L-函數的一個「class個數公式」。透

過在模曲線上發現到的現象，Beilinson提出

了更一般高維度曲體上的猜想。 

4. 在維度大於 2的情況下，目前已知的結果為

華盛頓州立大學的劉昇吉教授[4]在全實體

(totally real field)上的結果。然而，因為在維

度更高的情況下並沒有好的複數結構，所以

對於艾森斯坦級數的對數微分值並沒有一

個很好的「週期」解釋。筆者認為這問題也

是解決高維度的柯爾曼茲和貝林森猜想的

關鍵之一。 

四、正特徵值上的平行結果 

給定一個數為𝑞的有限體𝔽，我們令𝐴 ൌ 𝔽ሾ𝑡ሿ

（係數在𝔽的單變數𝑡多項式環）、𝐾 ൌ 𝔽ሺ𝑡ሻ（係數

在𝔽的單變數𝑡有理函數體）、和𝐾ஶ ൌ 𝔽ሺሺ𝑡ିଵሻሻ 

（係數在𝔽的單變數𝑡ିଵ洛朗級數體）。令ℂஶ為 

𝐾ஶ的一個代數封閉取完備化，我們可以將

ሺ𝐴, 𝐾, 𝐾ஶ, ℂஶሻ視作古典ሺℤ, ℚ, ℝ, ℂሻ在正特徵值世

界中的類比。透過此類比，在正特徵值世界裡可

以發展許多平行於古典數論裡的理論，甚至利用

函數體與幾何的關係走得更遠和看到更多的現

象。透過在正特徵值上的進展，可以嘗試回頭以

更高的觀點試圖解決古典數論裡無法突破的問

題。因此正特徵值世界裡的進展一直是數論裡非

常受到矚目的方向之一。 

筆者最近研究上的結果[6]便是得到了正特

徵值上的克羅內克極限公式。我們可以考慮德林

費(Drinfeld)半平面 

ℌ ൌ ℂஶ െ 𝐾ஶ， 

利用同樣方式可以定義ℌ上的艾森斯坦級數。筆

者推導出下列等式： 

𝐸ᇱሺ𝑧, 0ሻ

𝐸ሺ𝑧, 0ሻ
ൌ ln ቆ𝐼𝑚ሺ𝑧ሻ|𝛥ሺ𝑧ሻ|

ଶ
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其中這裡的 Δሺ𝑧ሻ為ℌ上的德林費判別函數

(Drinfeld discriminant function)。 

在正特徵值的發展裡，艾森斯坦級數和德林

費判別式函數的關係最早是由德國數學家格克

勒(Gekeler) [3]所發現的。但是一直以來並沒有一

個好的定義與詮釋方式。筆者建立了此艾森斯坦

級數與「自守型式」(automorphic form)的自然關

係，進而導出非常平行的結果。 

透過此公式，我們也可以得到平行於古典的

應用，像是希格爾對皮奧方程的模通解，德林費

模上的柯爾曼茲公式，以及函數體上 L-函數的特

殊值公式等。 

五、高維度的突破與展望 

相較於古典的情況，正特徵值上高維度有比

較好的幾何結構：德林費週期區域 (Drinfeld 

period domain)。筆者最近的突破便是推廣正特徵

值裡二維的克羅內克公式到任意維度上，因而得

到任意稚的德林費模上的柯爾曼茲公式。除此之

外，利用高維度艾森斯坦級數和自守型式的關

係，我們對此極限公式可以有一個非常一般的

「艾戴爾化」(adelic)詮釋，並藉此得到了自守 L-

函數上特殊值的公式。 

利用此高維度上的結果，可以觀察到許多古

典裡看不到的現象。例如可以考慮四維艾森斯坦

級數和格林函數的關係，藉由導出的克羅內克極

限公式來連結 L-函數和幾何上「相交點個數」

(intersection number)的關係（參考[7]），並探討正

特徵值上高維度的庫德拉(Kudla)綱領。這些是筆

者未來研究發展的主要方向。 
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