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一、前言 

在資訊爆炸的大數據時代，面對資料蒐集與

擷取快速膨脹的現象，分析涵蓋變數類型多元、

重複量測數量龐大且結構複雜的長期追蹤資料

(longitudinal data)是重要且具挑戰性的工作，尤

其針對具異質性(heterogeneity)的長期追蹤資料

進行基於模式(model-based)分群或分類，在近二

十多年來已逐漸受到重視。有限混合式線性混合

效應模型 (finite mixtures of linear mixed models 

[12])，其結合線性混合效應模型 (linear mixed-

effects model [4])及高斯混合模型 (Gaussian 

mixture model [8]) 的優勢，已被廣泛地應用在長

期追蹤資料之分群工作。此模型僅允許進行單一

反應變數的長期追蹤曲線，然而在生物醫學和臨

床試驗研究中，個體隨著時間被重複測量多個序

列的反應變數是常見的，且這些受測個體可能來

自異質的子群體而展現不同的反應成長曲線，同

時資料本身亦可能存在潛在的離群值或厚尾白

噪音。為了處理來自數個異質子母體且具有潛在

離群值的多元長期追蹤資料之分群工作，本文介

紹一個新的統計模型，稱有限混合式多變量 T非

線性混合效應模型(finite mixtures of multivariate-

t nonlinear mixed model; FM-MtNLMM [13])，此

模型利用混合模型將變量分佈分解成若干個基

於多變量 T機率密度函數的概念，以描述母群體

反應變量之異質性，同時結合多變量 T非線性混

合效應模型[14]，其能描述多個呈現非線性曲線

形式且隱藏離群值的重複測量變數之優勢。因

此，FM-MtNLMM 提供統計學家分析更廣泛類

型的長期追蹤資料，特別是具異質性、離群值、

厚尾分佈、以及呈現任意非線性軌跡的數據。 

長期追蹤研究可能因為實驗的限制、試驗者

死亡或中途終止試驗等因素造成資料出現遺漏

值。最常見的遺漏型態包含中途退出(dropout)及

間歇式遺漏(intermittent missingness)，意即在同

一時間點之下某些變數有測量記錄，但某些變數

卻遺漏了，或者說觀測值在某遺漏值出現後的時

間點亦可再次獲得[5]。一般而言，當分析不完整

之單一反應變數，我們可以將資料視為不均衡

(unbalanced)，且設定每個個體有不同的設計矩

陣即可輕易地完成模型架構。然而，當分析具間

歇型遺失反應之多元長期追蹤資料，模型結構化

和計算就變得更加複雜。本文也介紹如何運用

FM-MtNLMM 來分析不完整(incomplete)且具異

質性的多元長期追蹤資料。 

本研究的動機起因於懷孕婦女的臨床試驗

研究，此為期二年的試驗是由智利聖地牙哥一私

立婦產科診所，其追蹤 124位被診斷為能順利分

娩的正常妊娠懷孕婦女，以及 37 位被診斷為自

然流產或產生其他不良併發症之異常妊娠懷孕

婦女。這 161 位婦女在產前檢查時重複測量β亞

基 人 絨 毛 膜 促 性 腺 激 素 (β-subunit human 

chorionic gonadotropin; β-HCG) 和 雌 二 醇

(estradiol)濃度。醫學研究指出婦女在懷孕早期β-

HCG和雌二醇會急遽變化[15]，此血漿血清濃度

是檢測婦女併發症或高失去胎兒風險的重要反

應指標。在數據中，正常婦女的 β-HCG 和雌二

醇遺失率分別為 2.6%和 26.5%；異常婦女的兩指

標遺失率分別為 0%和 57.5%。圖一顯示兩組婦

女的反應指標（經logଵ଴轉換）之變異量存在差異，

且分佈似乎展現厚尾現象，此為引發我們發展更

穩健模型的動機。以下章節將介紹所提出的模

型、參數估計演算法、分群技術及實證分析結果。 

二、資料結構與統計模型 

假設資料包含來自𝐺個異質性子母體的𝑛個

受測個體，每個個體在可能不同的時間點下被重

複測量𝑟個特徵量 (反應變數 )。令𝒀௜ ൌ ሾ𝒚௜ଵ ∶

  𝒚௜ଶ ∶ ൉ ൉ ൉∶  𝒚௜௥ሿ 為第𝑖 個個體ሺ𝑖 ൌ  1, . . . , 𝑛ሻ的反 
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圖一 124 位正常妊娠及 37 位異常妊娠懷孕婦

女之logଵ଴ሺβ െ HCGሻ與logଵ଴ሺEstradiolሻ觀

測值的散佈圖及直方圖 

 

 

應矩陣，其中𝒚௜௝ ൌ ሺ𝑦௜௝,ଵ, … , 𝑦௜௝,ୱ೔
ሻ୘是第𝑗個ሺ𝑗 ൌ

1, … , 𝑟ሻ的反應向量；𝑿௜為感興趣的共變量(解釋

變數)；𝑬௜௚ ൌ ሾ𝒆௜ଵ,௚ ∶  ⋯ ∶  𝒆௜௥,௚ሿ為了第𝑔群相對應

於 𝒀௜ 的𝑠௜ ൈ 𝑟個體內誤差矩陣。為了模式化的便

利，我們取𝒚௜ ൌ vecሺ𝒀௜ሻ及𝒆௜ ൌ vecሺ𝑬௜ሻ，有限混

合式多變量 T 非線性混合效應模型 (FM-

MtNLMM [13])，其結合了𝑔個在混合效應上呈非

線性數值向量且可微分的函數，以描述任意型態

的反應軌跡。模型定義如下： 

𝒚௜ ൌ 𝛍௚൫𝛈௜௚, 𝑿௜൯ ൅ 𝒆௜௚， 

機率為𝑤௚, 𝑔 ൌ 1, … , 𝐺， (1) 

其中𝛍௚是數值向量混合效應參數𝛈௜௚和共變量𝑿௜

的非線性數值向量可微分函數，成份混合效應

𝜷௚和𝒃௜௚可透過方程式𝛈௜௚ ൌ 𝑨௜𝜷௚ ൅ 𝑩௜𝒃௜௚被結

合於模型中，而 𝑨௜ 和𝑩௜分別為固定效應與隨機

效應之設計矩陣。假設隨機項ሺ𝒃௜௚
୘ , 𝒆௜௚

୘ ሻ୘滿足 

൤
𝐛௜௚
𝐞௜௚

൨ ∼ 𝛵ሺ௤ାୱ೔୰ሻ ൬ቂ𝟎
𝟎

ቃ , ൤
𝐃௚ 𝟎
𝟎 𝐑௜௚

൨ ,  𝜈௚൰， (2) 

其中𝑇ௗሺ𝝁, 𝛀, 𝜈ሻ 表示𝑑維度、位置向量𝝁、尺度共

變異數矩陣𝛀且自由度為𝜈的多變量 T 分佈，且

𝐑௜௚ ൌ 𝚺௚⨂𝐈௦೔
。根據模型(1)及分佈假設(2)得知反

應向量𝐲௜給定隨機效應𝐛௜ ൌ ሼ𝐛௜ଵ, … , 𝐛௜ீሽ的條件

分佈為： 

𝑓ሺ𝐲௜|𝐛௜ሻ ൌ ෍ 𝑤௚𝑡௦೔୰൫𝐲௜ห𝝁௚൫𝜼௜௚, 𝐗௜൯, 𝐑௜௚, 𝜈௚൯

ீ

௚ୀଵ

，

其中𝑡ௗሺ൉ |𝝁, 𝛀, 𝜈ሻ為𝑇ௗሺ𝝁, 𝛀, 𝜈ሻ之機率密度函數。 

由於受測個體錯過就診時間、從研究中移

除、或者後續追蹤遺漏等因素，在不規則觀測時

間下紀錄的多元反應變數有遺失資料是無法避

免的問題。因此，我們將𝐲௜切割成觀測值向量𝐲௜
୭

和遺失值向量𝐲௜
୫以建構具遺失訊息的 FM-

MtNLMM。為方便計算，我們引入輔助排列矩陣

𝐎௜和𝐌௜使得𝐲௜
୭ ൌ 𝐎௜𝐲௜及𝐲௜

୫ ൌ 𝐌௜𝐲௜，其它相關設

計矩陣可透過此輔助矩陣加以定義，進一步推演

不完整資料結構下的階層模式，以便發展可行的

參數估計程序。 

三、最大概似估計 

模 型 的 未 知 參 數 包 含 𝜽 ൌ

൛𝑤௚, 𝜈௚, 𝜷௚, 𝑫௚, 𝚺௚ൟ
௚ୀଵ

ீ
， 對 於 觀 察 資 料 𝐲 ൌ

ሼ𝐲௜ሽ௜ୀଵ
௡ ，參數𝜽的對數概似函數為： 

ℓሺ𝜽|𝐲ሻ ൌ Σ௜ୀଵ
௡ log 𝑓ሺ𝐲௜ሻ 

ൌ Σ௜ୀଵ
௡ log׬ 𝑓ሺ𝐲௜|𝐛௜ሻ𝑓ሺ𝐛௜ሻ𝑑𝐛௜ 

然而此對數概似函數涉及「對加總符號取對數」，

且在非線性函數中涉及對高維度的𝐛௜積分，導致

無法提供參數的明確公式解。為了獲得模型參數

之最大概似估計並評估觀察資料的對數概似函

數，我們採用泰勒序列展開式建構虛擬資料模型

(pseudo-data model)，並引入指標變數與隱藏權重

變數，再運用期望值最大化型態 (expectation 

maximization; EM [3])型態演算法來估計參數。

EM演算法通常被用來處理不完整資料的問題。

因混合模型可視為不完整資料之模型結構，故可

以利用 EM演算法求取模型的最大概似估計值。

依照模型特性，有三種 EM 型態演算法可供選

擇：期望值條件最大化(expectation conditional 

maximization; ECM [9])、選擇期望值條件最大化

(expectation conditional maximization either; 

ECME [6])、以及交替期望值條件最大化

(alternating expectation conditional maximization; 

AECM [10])演算法。演算程序如圖二所示。 
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圖二 期望值最大化(EM)型態演算法示意圖 

 

 

四、追蹤曲線分群與判別分析 

當完成模型配適並獲得參數估計值後，我們

可利用個體的成份歸屬(component membership)

之後驗機率來進行追蹤曲線分群(clustering)。 

假設有一組訓練資料(training data)，其中個

體的預後歸屬(prognostic membership)可事先獲

得，我們欲判斷測驗資料(test data) 𝐲୬ୣ୵
୭ 是屬於

哪一群，因此發展一判別分析法。首先，假設𝐲୬ୣ୵
୭

滿足模型(1)之設定，即 

𝐲୬ୣ୵
୭ ൌ 𝐎୬ୣ୵𝝁௚൫𝜼୬ୣ୵

௚ , 𝐗୬ୣ୵൯ ൅ 𝐞୬ୣ୵௚
୭  ， 

機率為𝑤௚，其中𝜼୬ୣ୵
௚ ൌ 𝐀୬ୣ୵𝜷௚ ൅ 𝐁୬ୣ୵𝐛୬ୣ୵

௚
，且

ቀ𝐛୬ୣ୵
௚౐

, 𝐞୬ୣ୵௚
୭౐

ቁ
୘
滿足模型分佈假設(2)。將訓練資

料配適 FM-MtNLMM 求得參數估計值𝜽෡ ൌ

൛𝜽෡௚ൟ
௚ୀଵ

ீ
，接著給定此參數估計值，基於 0-1損失

函數(zero-one loss function)，我們計算出𝐲୬ୣ୵
୭ 屬

於第𝑔群的後驗機率： 

𝒫෠௚,୬ୣ୵ ൌ 𝑤ෝ ௚𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵
୭ ห𝜽෡௚൯ 𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵

୭ ห𝜽෡൯ൗ , 

 𝑔 ൌ 1, … , 𝐺， 

其中 𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵
୭ ห𝜽෡൯ ൌ ∑ 𝑤ෝ௚𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵

୭ ห𝜽෡௚൯ீ
௚ୀଵ 為𝐲୬ୣ୵

୭ 的

預測機率密度函數，而𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵
୭ ห𝜽෡௚൯為𝐲୬ୣ୵

୭ 屬於第

𝑔群的預測密度之估計。根據鑑別原則
(discriminant rule [2])，若𝒫෠௦,୬ୣ୵ ൐ 𝒫෠௚,୬ୣ୵，其中

𝑠 ് 𝑔 ൌ 1, … , 𝐺，或者當 𝑤ෝ ௦𝑝̂൫𝐲୬ୣ୵
୭ ห𝜽෡௦൯ ൐ 𝑤ෝ ௚𝑝̂ 

൫𝐲୬ୣ୵
୭ ห𝜽෡௚൯，則𝐲୬ୣ୵

୭ 將被歸納到第𝑠群。 

五、臨床試驗研究 

我們將所提方法應於分析懷孕婦女的臨床

試驗。定義𝑦௜ଵ௞及𝑦௜ଶ௞分別為第𝑖位婦女在第𝑡௜௞ 次

產 檢 時 所 量 測 之 logଵ଴ሺ𝛽 െ HCGሻ 及

logଵ଴ሺEstradiolሻ，其中𝑖 ൌ 1, … ,161，𝑘 ൌ 1, … , 𝑠௜。

根據非監督式學習 (unsupervised learning)的想

法，我們配適𝐺 ൌ 1 െ 4群的 FM-MtNLMM及其

常態類似模型，簡稱 FM-MNLMM，其中𝑦௜ଵ௞及

𝑦௜ଶ௞的平均反應曲線[7]設定如下： 

𝑦௜ଵ௞ ൌ
𝛽௚ଵ ൅ 𝑏௜ଵ,௚

1 ൅ exp൛൫𝛽௚ଶ ൅ 𝑡௜௞൯ 𝛽௚ଷൗ ൟ
൅ 𝑒௜ଵ௞,௚， 

𝑦௜ଶ௞ ൌ 𝛽௚ସ ൅ 𝛽௚ହ𝑡௜௞ ൅ 𝑏௜ଶ,௚ ൅ 𝑒௜ଶ௞,௚， 

其中𝜷௚ ൌ ൫𝛽௚ଵ, 𝛽௚ଶ, 𝛽௚ଷ, 𝛽௚ସ, 𝛽௚ହ൯
୘

 為固定效應，

用以描述成份𝑔的二維反應變量平均曲線； 
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圖三 正常與異常妊娠懷孕婦女之logଵ଴ሺβ െ HCGሻ及 logଵ଴ሺEstradiolሻ觀測值及最佳模型下分群估計反

應曲線 

 

 

൫𝑏௜ଵ,௚, 𝑏௜ଶ,௚൯
୘

~𝑡ଶ൫𝟎, 𝐃௚, 𝜈௚൯為隨機效應，用以描

述個體之追蹤曲線於成份𝑔內與整體平均曲線的
變異 (var ia t ion)；而൫𝑒௜ଵଵ,௚, … , e௜ଵ௦೔,௚, e௜ଶଵ,௚, … , 

 e௜ଶ௦೔,௚൯
୘

~𝑡ଶ௦೔
൫𝟎, 𝚺௚⨂𝐈௦೔

, 𝜈௚൯表示第𝑔個成份之個

體內誤差項，其與隨機效應不相關。 

為了選擇最佳模型及最適群數，我們採用赤

池訊息準則(Akaike information criterion; AIC [1])

與貝氏訊息準則(Bayesian information criterion; 

BIC [11])。由表一所列 8個候選模型之最大概似

函數、AIC 及 BIC 結果得知基于 T 分佈之模型

皆較常態模型佳，且 FM-MtNLMM (G = 2)為最

佳模型。進而，利用最佳模型之參數估計結果估

計兩群的平均反應曲線，如圖三所示，正常與異

常妊娠婦女之兩反應變數成長曲線確實存在差

異，另在此模型下能達到 86.3%的分群正確率。 

六、結語 

本文所介紹的混合式多變量 T 非線性混合

效應模型[13]及其模型參數估計方法能提供來處

理分群或分類多元長期追蹤剖面成數個同質性

的子群體，描述多元重複觀測值之「演變的相關

性」與「相關性的演變」，並捕捉存在於資料中的

厚尾現象等課題。同時，如何填補存在於多元長

期追蹤資料中的遺失反應值及判別未來個體的

群集等問題，亦能透過本文介紹的統計方法加以 

表一 懷孕婦女臨床試驗研究之模型配適選模

準則結果 

模型 準則 G=1 G=2 G=3 G=4

FM-MNLMM

ℓ୫ୟ୶ -274.64 -221.63 -208.85 -191.87

AIC 571.27 489.27 487.69 477.73

BIC 605.17 560.14 595.54 622.56

FM-MtNLMM

ℓ୫ୟ୶ -240.42 -206.59 -199.81 -191.46

AIC 504.84 463.19 475.62 484.91

BIC 541.81 540.22 592.72 642.06

備註：粗體字標示最佳模型 

資料來源：取自Wang (2019)[13]中的 Table 1 

 

 

處理。然而，由於檢測儀器讀數的限制，反應變

數可能產生左設限或右設限的效應，加上遺失資

料可能呈現更複雜且不可忽略的非單調型態。因

此，我們將持續發展新的統計方法來處理複雜長

期資料的分析與推論工作。 
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