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[ 研究成果報導 ] 

頂點算子代數和怪物單群 

中央研究院數學研究所 林正洪 

 

有限單群的分類被認為是 20 世紀數學中的

一個里程碑。除了交錯群(Alternating group)和 16

個李型有限單群的無限序列外，還有 26 個零星

單群(Sporadic simple group)。其中最大的一個零

星單群被稱為怪物(Monster)。怪物群被發現之

初，數學家即留意到它有許多神秘的特性，其中

麥凱和湯普森發現他和古典 j-函數的 q-擴張系

列有關，並猜測存在一個怪物群的無窮維表示，

它的分級維數(graded dimension)和函數 j(q)-744

的 q-系列相同。此外，對每個怪物群的元 g，g

在這個怪物群表示的指示標(character)也是一個

模函數。後來，康威和諾頓對這些函數進行了廣

泛的計算，並推測函數 Tg(q)是一個虧格(genus)

為 0的模函數。由於怪物群和模函數之間的關接

非常神秘及令人驚訝，康威稱這樣的現象為“月

光”(Moonshine)，意思是一些無法觸摸的【空

想】。麥凱和湯普森的第一個猜想後來在 20世紀

80 年代被 Frenkel-Lepowsky-Meruman 等人證明

了，証明中利用了物理學弦論中的頂點算子。基

於他們的工作，Borcherds [1]引進了頂點代數的

概念。後來 Frenkel-Lepowsky-Meruman [2]等人

給出頂點算子代數的定義，並證明了麥凱和湯普

森所推測的怪物模是一個頂點算子代數，它的自

同構群正是怪物單群。康威和諾頓的猜想也在

1990初期被 Borcherds證明了，他的方法使用了

頂點代數、李代數和弦論中的沒鬼定理。頂點算

子代數這一個新的理論就此誕生。在過去的 20

年中，頂點算子代數的理論有許多的進展，它也

演變成共形場論及弦論中一個的重要部分。另外，

它也提供對怪物群和其它零星單群研究一個重

要的工具和理論基礎。筆者的研究主要是頂點算

子代數的結構和表示理論，並注重利用頂點算子

代數理論來研究怪物單群及其它零星單群的特

性。因此撰寫本文，介紹頂點算子代數和怪物群

的理論，並描述筆者這幾年一些相關的工作。 

頂點算子代數 

簡單的說，頂點算子代數就是物理上共形場

論(conformal field theory) 的代數結構，它是由多

個算子值函數（一般稱為頂點算子或是「場」，

field）所生成的代數結構。頂點算子數是一個整

數分級的向量空間ܸ ൌ⊕௡∈௓ ௡ܸ配有一個 

ܻ: ܸ → ,ݖሾൣܸ݀݊ܧ  ଵሿ൧ିݖ

的線性映射，有兩個特別的向量 1（稱為真空

Vaccum）和 w（稱為 Virasoro向量或保形向量），

並滿足多項條件。其中最主要的兩個公理為局部

性條件及 Virasoro 公理。 局部性意味著給定兩

個 V 中的任意元 u 和 v，存在一個正整數 k = 

k(u,v)，使得滿足以下條件 

ሺݖଵ െ ,ݑଶሻ௞ሺܻሺݖ ,ݒଵሻܻሺݖ  ଶሻݖ

െܻሺݒ, ,ݑଶሻܻሺݖ ଵሻሻݖ ൌ 0.  

Virasoro 公理則說相於保形向量 w 的頂點算子

ܻሺݓ, ሻݖ ൌ ∑௡∈௓  ：௡ିଶ滿足Virasoro關係ିݖሺ݊ሻܮ

ሾܮሺ݉ሻ, ሺ݊ሻሿܮ ൌ ሺ݉ െ ݊ሻܮሺ݉ ൅ ݊ሻ ൅  

1
12

ሺ݉ଷ െ݉ሻߜ௠ା௡,଴ܿ. 

這些公理雖然有點復雜，但卻是研究共形場論一

個很好的代數工具。 

Virasoro代數的酉表示 

接下來，我們將探討 Virasoro代數的酉表示 

(Unitary representation)。首先，讓我們回顧

Virasoro代數。中心值為 c的 Virasoro代數是一

個無限維李代數 

ݎܸ݅ ൌ⊕௡∈௓ ሺ݊ሻܮܥ ⊕   ܿܥ
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滿足交換子關係 

ሾܮሺ݉ሻ, ሺ݊ሻሿܮ ൌ ሺ݉ െ ݊ሻܮሺ݉ ൅ ݊ሻ 

൅
1
12

ሺ݉ଷ െ݉ሻߜ௠ା௡,଴ܿ 

這個李代數有一個自然的整數層次ሺݐݓሺܮሺ݊ሻሻ ൌ

݊, ݊ ∈ ܼሻ，它也有一個自然的三角分解 

ݎܸ݅ ൌ ାݎܸ݅ ⊕ ଴ݎܸ݅ ⊕   ,ିݎܸ݅

這裡ܸ݅ݎേ ൌ⊕௡∈௓േ ,ሺ݊ሻܮܥ ݎܸ݅
଴ ൌ ሺ0ሻܮܥ 	⊕ 。ܿܥ

因此可以定義最高權表示中的 Verma模。 

更精確地說，令ܾ ൌ ାݎܸ݅ ⊕ ଴，考慮ݎܸ݅ b的

一維模 C·1使得 

ሺ݊ሻܮ ⋅ 1 ൌ ݊	݈݈ܽ	ݎ݋݂		0 ൐ 0;	 

ሺ0ሻܮ ⋅ 1 ൌ 0, ܿ ⋅ 1 ൌ ܿ ⋅ 1. 

權重為 h和中心值 c的 Verma模則定義成的 Vir

的誘導模： 

,ሺܿܯ ݄ሻ ൌ ௎ሺ௕ሻ݀݊ܫ
௎ሺ௩௜௥ሻܥ ⋅ 1 

																ൌ ܷሺܸ݅ݎሻ ⊗௎ሺ௕ሻ ܥ ⋅ 1  

其中 U(·)表示包絡代數。Verma模M(c,h)有唯一

的最大子模 J，它的商模 

,ሺܿܮ ݄ሻ ൌ ,ሺܿܯ ݄ሻ/ܬ 

是一個不可約 Vir-模。Frenkel-Zhu [3]證明 Vir-模

L(c, h)具有自然的頂點算子代數結構。這個頂點

算子代數是單的，通常被稱為 Virasoro頂點算子

代數。若中心值 

ܿ ൌ ܿ௠ ൌ 1 െ
6

ሺ݉ ൅ 2ሻሺ݉ ൅ 3ሻ
,݉ ൌ 1,2,⋅⋅⋅， 

已知單頂點算子代數ܮሺܿ௠, 0ሻ 是有理的， 即所

有的模均為完全可約 。此時，ܮሺܿ௠, 0ሻ的不可約

模也被完全分類，它們正是ܮሺܿ௠, ݄௠௥,௦ሻ， 

݄௠௥,௦ ൌ
ሾݎሺ݉ ൅ 3ሻ െ ሺ݉ݏ ൅ 2ሻሿଶ െ 1

4ሺ݉ ൅ 3ሻሺ݉ ൅ 2ሻ
, 

	1 ൑ ݏ ൑ ݎ ൑ ݉ ൅ 1。 

這些不可約模間的融合律也是清楚的。1996

年，宮本雅彥發現利用融合律，可簡單地定義頂

點算子代數上的對合元(Involution)，這方法對怪

物群的研究有非常大的影響。 

格里斯代數和宮本對合元理論 

設 ܸ ൌ⊕௡ஹ଴ ௡ܸ為頂點算子代數。如果

݀݅݉ ଴ܸ ൌ 1及 ଵܸ ൌ 0，則權 2 的空間 ଶܸ有一個交

換（但非結合）的代數結構 

ܽ ൈ ܾ ൌ ܽଵܾ,					ܽ, ܾ ∈ ଶܸ。 

另外，有一個不變的雙線性形式 

ሺܽ, ܾሻ ⋅ 1 ൌ ܽଷܾ, ܽ, ܾ ∈ ଶܸ, 

不變是指ሺܽ ൈ ܾ, ܿሻ ൌ ሺܽ, ܾ ൈ ܿሻ，這個代數稱為

格里斯代數（Griess algebra）。格里斯代數的冪等

元在頂點算子代數 V 上可生成一個 Virasoro 代

數， ଶܸ上的冪等元 e被稱爲單 Virasoro元，如果

由 e所生成的子頂點代數是單的Virasoro頂點算

子代數。如果中心值為½，這個單 Virasoro元則

稱為伊辛向量(Ising vector)。設 e 為伊辛向量，

則由 e所生成的頂點算子代數是Virasoro頂點算

子代數ܮሺ
ଵ

ଶ
, 0ሻ，它有三個不可約模 

ܮ ൬
1
2
, 0൰ ܮ			, ൬

1
2
,
1
2
൰ ܮ				, ൬

1
2
,
1
16
൰。 

利用融合律，宮本雅彥[13]証明以下的線性

映射߬௘是頂點算子代數 V的自同構： 

 

這裡 ௘ܸሺ݄ሻ	是所有與ܮሺ
ଵ

ଶ
, ݄ሻ同構子模的直和，

自同構߬௘一盤被稱爲宮本對合元。假定߬௘ ൌ ݅݀௏，

則映射 

 

也是 V的自同構，但ߪ௘只有在߬௘ ൌ ݅݀௏的情況下

才有意義。當ܸ ൌ ܸ♮月光頂點算子代數時，它的



 

 

122 「研究成果報導」 

民國 105年 11月 自然科學簡訊第二十八卷第四期 

 

自同構群是怪物單群。宮本[14]也証明ܸ♮上的伊

辛向量和怪物單群的 2A對合元有一個 1對 1的

間係。 

麥凱－哥伯曼－諾頓理論 

在 1979年左右，約翰‧麥凱[12]發現了怪物

群的 6對換性和仿射଼ܧ圖之間的關係神秘如下： 

 

 
怪物單群的଼ܧ圖 

 

 

怪物單群的 2A-對合元滿足 6對換性質，即

任意的 2A元ܽ, ܾ，乘積ܾܽ的位數少於 6。另外，

乘積ܾܽ的共軛類是下列 9 個共軛類之一：

 ܥ3	或，ܤ2，ܤ4，ܣ6，ܣ5，ܣ4，ܣ3，ܣ2，ܣ1

 圖中的數字值則是單根在最高根(highest଼ܧ

root)的重數。麥凱也注意到怪嬰單群 (Baby 

Monster)和仿射ܧ଻圖，菲舍爾 3－對換群݅ܨଶସ和

仿射ܧ଺圖之間也有一些類似的關係。 

 

 
怪嬰群的ܧ଻圖 

 

 

 
菲舍爾群݅ܨଶସ的ܧ଺圖 

 

 

2004 年，高伯曼和諾頓[4]在麥凱的觀察中

加入一些新的現象及豐富了整個理論，但這些關

係可能只是一些巧合，沒有明顯的理由去相信這

些關係涉及高層的數學理論或有其他特別的原

因。 

近年，我和多位日本的學者[7, 9, 10]發現可

以使用頂點算子代數和宮本對合元理論來解析

麥凱－哥伯曼－諾頓所發現的現象。我和羅伯

特‧格里斯更提出一個稱為【月光路徑理論】

(Moonshine Path Theory)，希望可以用更腳踏實

地的方法來解釋這些現象。特別是我們發現由兩

個伊辛向量所生成的頂點子代數有一定的普遍

性，所以由相對宮本對合元所生成的的雙面群

(Dihedral group)是非常有限，並必須滿足 6對換

性質。因此，麥凱-高伯曼-諾頓現象大部份可用

頂點算子代數的理論來解釋，計算也可以轉變成

里奇晶格（Leech lattice）上的計算。我們[5, 6]也

利用相同的方法來研究麥凱ܧ଻和ܧ଺的發現，同時
也得到怪嬰群和ܿ ൌ

଻

ଵ଴
單 Virasoro 元的對應關係

及菲舍爾群݅ܨଶସ和ܿ ൌ
଺

଻
單 Virasoro 元的對應關

係。另外我們也獲得相對的雙面群和仿射ܧ଻-圖

和ܧ଺-圖的關係。 

框架頂點算子代數 

宮本對合元理論也激發框架頂點算子代數

的研究。一個單的頂點算子代數 V 會被稱爲框

架頂點算子代數，如果它包含一個子代數 F同構 

於 n 個 Virasoro 頂點算子代數L ቀ
ଵ

ଶ
, 0ቁ的張量積 

（F 被稱為 V 的 Virasoro 框架），同時子代數 F

的共形元和 V 的共形元是一樣的。重要的例子

包括月光頂點算子代數。這方面的理論最早由宮

本[14]，董‧格里斯‧向恩[15]等人所建立。2008

年，山內博和我[11]突破技術困難，獲得框架頂

點算子代數一個非常完整的結構理論，同時完成

對應宮本對合元的不可約扭曲模的分類。最近，

島倉浩樹和我[8]更完成中心值 c = 24 全純形框

架頂點算子代數的分類，我們証明正好有 56 個

這樣的全純形頂點算子代數，它們的頂點算子代

數結構是由權重為 1子空間 V1的李代數結構所

決定。另外，島倉和我在其他 c = 24全純形頂點

算子代數的分類上也獲得很多有用的結果。 
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