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正特徵值上的希格爾—威爾公式 

國立清華大學數學系 魏福村 

 
 
希格爾—威爾公式（簡稱 SW公式）建立了

Eisenstein級數和 theta級數—兩種不同方式構造
的自守型式—之間的關係。而此關係締造了兩級
數分別所處世界之間的橋樑，在數論和自守表現

的研究影響深遠。本文將從數論的二次虛體擴張

之類數（簡稱 CN）公式出發，來解釋 SW公式
之其一看法。 

一、從「CN」到「SW」： 

令𝐷為一質數滿足𝐷 ≡ −3 mod 4，考慮以下
Dirichlet L-函數： 

L(s, 𝜒 ) = 𝜒 (𝑛)𝑛  ，Re(s) > 1,  
其中𝜒 (𝑛) ≔ ，Legendre二次符號。令 

Λ(𝑠, 𝜒 ) = 𝐷 𝜋 Γ 𝑠 + 12 𝐿(𝑠, 𝜒 )。 

其中Γ(𝑠)為伽瑪(gamma)函數 

Γ(𝑠) =  𝑒 𝑡 𝑑𝑡。 

在此情況下的類數公式(CN)可表示成： Λ(1, 𝜒 ) =  #𝐶𝑙(𝑂 )， 

這裡𝑂 = ℤ √
，而𝐶𝑙(𝑂 )為𝑂 的理想類群。 

上述之 CN公式的左右兩邊可分別「延伸」
成一 Eisenstein 級數和一 theta 級數：對𝑂 之任
一非零理想Ｉ，可對應於下列一 theta級數 

𝜃 (𝑧) =  exp(2𝜋𝑖 ⋅ ‖𝑥‖‖𝐼‖ 𝑧)∈     ∀𝑧 ∈ ℌ，  
其中 ℌ = {𝑧 ∈ ℂ ∣  Im(z)>0}，    ‖𝑥‖ = 𝑥�̅�，且

‖𝐼‖ =  #(𝑂 /𝐼)。 
從上述表示法可得到𝜃 (𝑧)的傅立葉展開得

到其常數項為 1，即： 

𝜃 (𝑧) = 1 +  𝑟 (𝑛)𝑞 ,    𝑞 = 𝑒 。 

因此，令 Θ (𝑧) ≔  𝜃 (𝑧), 𝑧 ∈ ℌ[ ]∈ ( ) 。 

則其傅立葉展開之常數項便為#𝐶𝑙(𝑂 )。 
另一方面，考慮下列 Eisenstein級數： 

𝐸 (𝑧, 𝑠) ≔ Im(𝑧)(𝑐𝑧 + 𝑑)|𝑐𝑧 + 𝑑| ϕ (𝑐, 𝑑), ∈ℤ( , )
, 

其中𝜙 (𝑐, 𝑑) =  𝜒 (𝑑),  若𝐷 ∣ 𝑐，𝑖𝐷 𝜒 (𝑐),  若𝐷 ∤ 𝑐。 

此 Eisenstein級數滿足“weight one”轉換律：
給𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ使得𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1且𝐷 ∣ 𝑐，則 

𝐸 𝑎𝑧 + 𝑏𝑐𝑧 + 𝑑 , 𝑠 = (𝑐𝑧 + 𝑑)𝜒 (𝑑)𝐸 (𝑧, 𝑠)  
考慮𝐸 (𝑧, 𝑠) ≔ Λ(𝑠 + 1, 𝜒 )𝐸 (𝑧, 𝑠)。則其傅立
葉展開之常數項可知為 Λ(1 + 𝑠, 𝜒 ) + Λ(1 − 𝑠, 𝜒 )。 

在此情況下的西格爾—威爾公式(SW)為： 𝐸 (𝑧, 0) = 2 Θ (𝑧), ∀𝑧 ∈ ℌ。 

透過上述可知𝐸 (𝑧, 0)之傅立葉常數項為2Λ(1, 𝜒 )。因此 SW公式在這情況下可視為「函
數版」之 CN公式延伸。 
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二、古典 SW公式推廣： 

1. 希格爾—威爾(Siegel-Weil)公式起源於希格
爾提出關於 Eisenstein 級數和 theta 級數的關
係，而後由威爾證明了在收斂範圍下最一般

的情況。 
2. 在 Eisenstein級數收斂範圍外時，考慮其解析
延拓，而在「非均向性」(anisotropic)由 Kudla-
Rallis [9]所證明，並很快推廣至「均向性」
(isotopic)但 theta積分保持收斂的情況。 

3. 然而在 theta 積分發散時，需先將 theta 積分
「正則化」(regulari-zation)，才能將兩邊做比
較。這部分的推廣包含 Kudla-Rallis [10]和
Ichino [7]等人的工作，至 Gan-Qiu-Takeda [4]
得到了目前最完整的結果。  

三、相關應用和發展： 

1. 𝐿 -函數特殊值：Eisenstein 級數在了解由自守
表現來的𝐿-函數扮演重要的角色。透過 SW公
式建立與 theta 級數的關係，可將𝐿-函數特殊
值用「週期積分」來表示。由此得到許多特殊𝐿-值的重要公式（cf. [11], [15], [1]等）。 

2. 幾何 SW 公式：從 Kronecker-Hurwitz 的類數
關係開始，大家發現 Eisenstein級數的傅立葉
係數和幾何上的「相交數」(intersection number)
有關係。Hirzebruch-Zagier [6]將此現象很精確
地在 Hilbert 曲面上呈現出來，開啟了一系列
的研究。Kudla [8]運用 adelic語言，透過 SW
公式來解釋這一現象。所以現在我們可利用

[8]來給予Eisenstein級數特殊之傅立葉係數的
幾何輇釋。 

3. 算數 SW公式：從著名的Gross-Zagier公式起，
了解Eisenstein級數特殊微分值變成一個很重要
的方向。而後Gross-Keating [5]在一種情況連結
了其微分值和算術曲線上的「高度」(height)，大
家開始探討此背後隱藏的理論。透過許多人

(Kudla-Rapoport, Yang, etc.)重要的工作，去年
(2019)於 ICCM 上，Li 和 Zhang 宣布證明了
Kudla-Rapoport猜想。若此結果是正確的，在𝐿-
函數特殊值相關研究上會有非常大的助益。 

四、正特徵值上的平行結果： 

給定一個數為𝑞的有限體𝔽，我們令𝐴 = 𝔽[𝑡] 

（係數在𝔽的單變數𝑡多項式環）、𝐾 = 𝔽(𝑡)（係數
在𝔽的單變數𝑡有理函數體）、和𝐾 = 𝔽((𝑡 ))
（係數在𝔽的單變數𝑡 洛朗級數體）。令ℂ 為𝐾
的一個代數封閉取完備化，我們可以將(𝐴, 𝐾, 𝐾 , ℂ )視作古典設定下(ℤ, ℚ, ℝ, ℂ)在正特
徵值世界中的類比。在函數體這平行世界中，我

們有興趣研究在這設定下的 SW公式。 
筆者之前的研究成果[13]證明了正特徵值上

的非均向性之 SW公式，得出𝐿-函數特殊值相關
的一系列成果(cf. [12], [3], [2])。而在均向性的情
況，目前已知的結果只有在 Eisenstein級數收斂
範圍下的情況。因為 SW公式的應用很廣，這部
分很需要做更多的研究來推廣，在筆者的未來工

作中為重點之一。 

五、最近研究進展： 

對於 Eisenstein 級數微分值，筆者在[14]的
工作也證明了在「零維度」的情況下之 Kudla-
Rapoport-Yang 類比結果。今年和台灣大學郭家
瑋博士合作探討函數體上類比於 Hirzebruch-
Zagier所發現到的現象，得出傅立葉係數和 1維
之 Heegner因子相交數的關係。在此工作中，我
們的證明方式和 Hirzebruch-Zagier完全不同。避
開所有繁瑣的計算，我們透過「強逼近定理」來

得到兩者之間的連接。我們相信這個方法可以適

用於更一般的情況，而這是我們之後發展的重

點。 
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