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[研究新領域報導]

空間統計簡介

中央研究院統計研究所　黃信誠

前　言

空間統計顧名思義為分析空間資料的統計

方法，因其與各類實際問題之緊密關係，是一

個快速發展的領域。主要想法在於空間中鄰近

的資料通常比相離較遠的資料具有較高的相似

性，空間統計乃透過位置建立資料間的統計關

係。其應用的範圍包羅萬象，包括地質、大氣、

水文、生態、天文、遙測、地震、環境監測、

流行病以及影像處理等。此外，任何其他領域

如所收集的資料與位置有關，亦可為空間統計

研究之範疇。除了極少數的例子，真實世界的

空間資料大多不能為物理及化學機制以簡單的

公式描述。為解決資料中所隱含的空間不確定

因素，空間統計模型乃嘗試從凌亂的空間資料

中，以統計方法發掘空間變動 (spatial variation)
之規律。

空間資料之分析與傳統的統計分析主要有

兩大差異：(1)空間資料間並非獨立，而是在d
維空間中具有某種空間相關性，且在不同的空

間解析度下呈現不同之相關程度；(2)因地球只
有一個，大多數空間問題僅有一組（不規則在

空間分佈的）觀測值，而無重複觀測的資料。

因此，空間現象的了解與描述是極為複雜的，

而傳統的統計分析技巧，尤其是建立在獨立樣

本的統計方法，並不適合用來分析空間資料。

其與時間序列最大的差異在於空間中並無過

去、未來之次序，因而不易透過某種因果關係

的描述來建構空間模型。目前空間統計模型大

致可分為三類：地理統計 (geostatistics)、格點
空間模型 (spatial lattice model)以及空間點分佈
型態 (spatial point pattern)。以下就各類分別敘
述。

地理統計

地理統計主要用於分析地質、大氣、水文

等與地理有關之空間資料。例如，一礦區中礦

物的含量、空氣中懸浮微粒之濃度等。因所描

述的變量大多在空間中呈現連續變化，通常假

設其由一個連續空間的 d 維隨機過程（隨機

域） }:)({ dDZ ℜ⊂∈ss 產生。地理統計方法

乃透過已知（且通常是不規則分佈的）n個位
置 },,{ 1 nss K 的觀測資料 )}(,),({ 1 nZZ ss K ，建

構適切的隨機過程模型，從而做有效合理的統

計推論。其中一個主要之問題為空間預測

(spatial prediction)，即藉由 n個位置的資料建
構空間關係，以預測一區域中任意地點（或區

塊）的變數值。此一預測方法在地理統計文獻

中通常叫做 kriging。
地理統計的主要模型為：

)()()()( ssss εηµ ++=Z ; D∈s ,

其中 )(⋅µ 為一非隨機  (deterministic) 之平均函
數，用以表示大尺度的空間變化趨勢， )(⋅η 為

一平均值為零之隨機過程，用以表示較小尺度

的空間變化趨勢，亦為建構空間相關性之主要

結構，而 )(⋅ε 為一白噪  (white noise) 隨機過
程，代表雜訊。Kriging 方法乃透過n個位置的
觀測值 )}(,),({ 1 nZZ ss K 預測

)()()( sss ηµ +≡S ; D∈s .

然而我們所觀測的資料僅是連續空間之隨機過

程中的一種可能的一個極小部分（即n個點），
除非對此模型做進一步的假設，否則無法做任

何有效的統計推論。通常 )(⋅µ 假設為常數或一

些已知函數（多項式或其他解釋變數之函數）

的線性組合， )(⋅η 則假設為一個內在平穩的隨

機過程 (intrinsically stationary process)，即

0))()(( =−+ shs ηηE ,

)(2))()(var( hshs γηη =−+ .

其中 )(2 ⋅γ 稱做 variogram，為地理統計中描述

空間相關性的主要因子。此函數通常隨空間中

兩點的距離有一遞增的趨勢，且在數學上必須

滿足條件負定 (conditional negative definite-
ness)，也就是對任意有限位置 },,{ 1 mss K 及滿

足∑ ==
m
i ia1 0的任意實數 },,{ 1 maa K ，皆有以下

關係：
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模型之參數可用概似函數法 (likelihood method)
或樣本動差法推估。

近年來時空資料分析的需求與日遽增，時

空模型之建構因而成為空間統計的一個主要發

展方向。如何結合空間統計與時間序列方法以

描述大氣資料、衛星資料、及環境監測等資料

所呈現複雜的時間與空間關係，及如何分析由

衛星或其他自動監測方式所帶來極大量時空資

料，並從中發掘出有用的資訊，皆將對空間統

計之理論及應用方面帶來新的發展。其他如空

間模型診斷、空間模型選擇、 非 平 穩

(nonstationary) 空間模型之建構、及由一空間
解析度的資料去推論另一解析度的空間關係等

問題，皆有待進一步研究發展。

格點空間模型

格點空間模型用以描述分佈於有限（或無

窮離散）空間點（或區域）上資料的空間關係。

例如，在流行病學中欲以地理區域（如縣市、

鄉鎮）為單位之發病個數資料，研究疾病發生

率與地理位置的關係，及在影像處理中欲從扭

曲或帶有雜訊之數位影像（如醫學或衛星影

像）資料，重建背後的真實影像，皆為此類空

間統計方法研究之範疇。主要之統計模型為馬

可夫隨機域 (Markov random field)，以下簡稱
MRF。MRF 乃一條件空間模型 (conditionally
specified spatial model)，其空間隨機變數之聯
合機率分佈並非直接建構，而是間接地透過一

組條件機率建構；這組條件機率描述空間任一

位置之隨機變數給定其鄰近區域隨機變數之機

率分佈。此一建構方法的主要優點在於很多實

際空間問題，不易描述整體之空間關係，但卻

很容易透過局部空間關係的描述，建構適當的

條件空間模型。

假設 )}(,),({ 1 nss θθ K 為空間中定義在n個
位置 },,{ 1 nss K 上之隨機變數。MRF 依據以下
條件機率建構其局部空間關係：

:)({|)((}):)({|)(( jiji pijp ssss θθθθ =≠

n,,iNj i K1;}) =∈ ,

其 中 },,1{ nNi K⊂ ， 稱 為 is 之 鄰 域

(neighborhood) 集。例如，定義在二維長方形

格點上之 MRF， is 之一鄰域選擇方式為最接
近 is 的上下左右四點，空間關係則透過 is 與上
下左右四點的條件機率關係建立。建構 MRF
之困難在於任意給定之一組條件機率並不保證

背後存在一隨機過程有如此的條件機率分佈，

欲構成一有效的聯合機率分佈，這些條件機率

間必須滿足某種複雜的一致關係。此一困難因

Hammersley和 Clifford [6] 發現了 MRF 與以下
統計模型的關係而解決：

∝))(,),(( 1 np ss θθ K
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此模型稱為 Gibbs field，他們證明了其與 MRF
的等價關係。Besag [1] 因而據此建構了一系列
的 MRF 模型。

MRF 可用以分析數位影像。貝氏影像分析
(Bayesian image analysis) 方法即根據所欲重建
影像 θ 之特性，先以某類 MRF 模型所建構之
空 間 關 係 做 為 其 先 驗 (prior) 分 佈

( )},,1:)({)( nii K=≡ sθππ θ 。再依循所觀測的

資料 ( )')(,),( 1 nZZ ss K≡Z 與真實影像 θ 的條件
機率關係 )|( θZf ，得出其事後 (posterior) 分
佈：

∫
=

τττ
θθ

θ
df

f
p

)|()(

)|()(
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Z
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π
π

.

最後依據適當的準則，得出影像 θ的貝氏估計
量，例如事後分佈之眾數 (posterior mode)。此
方法之主要困難在於計算，因為一數位影像通

常為 646421 ×=× nn  (或 512512 × ) 或更大之
畫素 (picture element) 構成，亦即 θ乃一數千
至數十萬維度之隨機過程，如每一畫素有

16=K  (或 256) 種不同灰階，則隨機過程θ即
有 21 nnK × 種不同可能之影像。此一極高維度之

計算問題本為一不可能之任務，因近代計算機

的發展及 Markov chain Monte Carlo (MCMC)
法的提出而得以進行，其想法在於透過一簡單

機制建構一 Markov chain 使其極限分佈為所欲
生成之分佈。例如，Geman and Geman [5]提出
模擬冷卻  (simulated annealing) 法，用以找尋
事後分佈之眾數 θ̂。他們考慮以下的分佈：

.
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其中 T 代表此一系統之溫度。當溫度 1=T 時，

)Ζ|(θTp 即為其事後分佈；當溫度 ∞→T 時，

)Ζ|(θTp 趨近一均勻分配；當溫度 0→T 時，

)Ζ|(θTp 逐漸集中在一點。模擬冷卻法乃結合

MCMC法及一降溫之過程 0)( →tT ，在不同時

間 t 以不同溫度 )(tT 藉由 Gibbs sampler 從
)Ζ|()( θtTp 中抽樣取得 τ̂θ 。在一適度的降溫條

件下，Geman and Geman證明 θθ →τ̂ o。

目前 MRF 仍有許多問題有待解決。例如，
Gibbs field 中不易處理之標準化積分常數造成
參數估計之困難、邊界效應 (boundary effect)
的處理、及 MRF 之極限理論等。此外，MRF
雖對影像重建、影像分類、及紋理分割等問題

皆有極好的表現，然而其計算卻常需倚賴耗時

的 MCMC 法。如何同時兼顧計算效率與統計
精度，將是未來一項極大的挑戰。

空間點分佈型態

在自然科學中，許多資料為點（或小區域）

所構成的集合。例如，地震發生地點之分佈、

樹木在森林中之分佈、某種鳥類鳥巢之分佈、

生物組織中細胞核之分佈、及太空中星球之分

佈等。我們稱此類資料為空間點分佈型態，並

稱其中點之位置為事件。空間點分佈型態因背

後形成的機制不同而造成隨機、叢聚或規則等

不同分佈型態。藉由空間點分佈型態的研究，

我們可以找尋叢聚之所在，並瞭解其背後形成

之原因及其可能產生的影響。

空間點分佈型態通常由一個 d維的空間點
過程 (spatial point process) 描述。此類模型之
隨機機制在於位置本身，其中最基本的空間點

過程為 homogeneous Poisson 點過程，主要假
設有二：(1)在空間中任一集合所包含事件之個
數為一 Poisson 分佈，且其分佈之平均值與其
集合面積（體積）成正比；(2)不相交之集合所
包含事件之個數呈統計獨立關係。此類點過程

通常用以定義所謂完全空間隨機  (complete
spatial randomness) 之點分佈型態，以別於叢
聚或規則之分佈。初步的統計分析在於檢定一

組點資料的分佈型態是否為完全空間隨機，此

檢定可透過數個不相交區域事件個數之分佈、

或事件與事件最短距離之分佈等，構造適當的

檢定量。當此檢定被拒絕時，我們可以進一步

配適其他的空間點過程模型。例如，叢聚型態

可用 inhomogeneous Poisson、Cox、或 Poisson
cluster 等點過程建構，規則型態可用 inhibition
點過程建構，至於在小尺度呈現規則型態而在

大尺度呈現叢聚型態則可用 Markov 點過程建
構。

假設 )(AN 代表在A區域內發生事件的個
數。點過程之第一階性質可用以下之強度函數

(intensity function) 描述：

|d|
))d((

)( lim
0|d| s

s
s

s

NE

→
=λ ,

其中 sd 為包含 s點之一極小區域， |sd| 為 sd 之
面積（體積）。通常假設點過程為平穩 (stationary)
且無方向性 (isotropic)，即其機率結構不隨任
意平移和旋轉而改變，在此一假設下 λλ ≡)(s ，

為一常數。一平穩且無方向性之點過程的第二

階性質可用以下之K函數描述：

EdK
λ
1

)( = (與任一事件距離d 以內之其他

事件的總數)。

此函數可描述點過程之空間相關性，其角色及

重要性如同地理統計中之 variogram，故在空間
點過程中佔有極重要的地位。參數估計主要以

最大概似法或透過K函數以最小平方法為主。
其統計性質之結果尚少，有待更進一步研究。

結　語

本人僅對空間統計做一極簡略的介紹，範

圍局限於單變量之空間統計問題。空間資料可

說隨處可見，其發展起因於各類實際問題，其

內容也因此而日漸豐富，而其所蘊含有趣的理

論及應用問題，則有待更多研究學者及學生投

入解決。有興趣的讀者可參閱 Cressie [3]，此
書對空間統計各方面均有一完整的介紹。其他

在地理統計方面可參閱 Matern [7], Wackernagel
[10], Stein [9] 及 Chiles and Delfiner [2]，其中
Stein 在極限理論方面有較深入的探討；在格點
空間模型於影像處理方面可參閱 Geman and
Geman [5] 和 Winkler [11]；在空間點分佈型態
方面可參閱 Ripley [8] 和Diggle [4]。
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